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高效蒙特卡罗方法在偏微分方程
初边值问题中的应用

游　皎，李万爱
（中山大学中法核工程与技术学院，广东 珠海 ５１９０８２）

摘　要：介绍了蒙特卡罗方法求解偏微分方程初边值问题的基本原理，并针对该方法在多节点、多游动次数计
算中速度慢的问题，提出了一种改进方案。通过理论分析和算例验证，在相同计算条件下与传统方法相比，该

改进方案不仅大大减少了计算时间，而且降低了误差，这将使蒙特卡罗方法得到更广泛的应用。
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　　蒙特卡罗方法是一种利用计算机进行统计模拟
的数值计算方法，已经被应用到包括物理、生物、

化学和金融等众多领域［１－２］。而在科学计算中常常

需要求解偏微分方程初边值问题，而该类问题传统

上均使用确定性方法如有限元方法。蒙特卡罗与有

限元方法的区别在于：①后者需要使用方程的弱解
形式进行离散，而前者可以使用各种有效的游走规

则；②后者求解大型线性方程组获得求解点值，而
前者利用概率统计理论建立求解值与已知值的关

系；③后者在非确定性问题上的求解需要建立相关
随机模型，而前者自然地具有概率性求解的特点。

故一些文献也开始探索如何有效地利用蒙特卡罗方

法来求解微分方程［３－８］，为了使结果更加精确，利

用蒙特卡罗法时往往需要对求解域进行细密的网格

划分。而节点数增大，游走次数增多后，计算量变

得很大，需要较长计算时间，这严重限制了蒙特卡

罗方法的实际应用。文献 ［４］提出了一种改进方
法，该方法已经比已有方法 （文献 ［５－６］）在计
算效率上有较大改进。本文继续对文献 ［４］方法
加以改进，方程边界条件处理采用文献 ［７］方
法，并通过理论分析和算例结果说明，本文的改进

方法在相同的条件下，不仅可以大大减少计算时

间，而且降低了误差。这些改进将使蒙特卡罗方法

能应用到更为占用计算资源的初边值偏微分方程计

算中。
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１　基本原理及改进方案
１１　传统方案

用蒙特卡罗方法求解微分方程，首先要构造方

程对应的随机概率模型。为具体起见，本文首先以

二维拉普拉斯方程为例，对利用蒙特卡罗方法解决

边值问题进行描述。设问题的控制方程为

２ｕ＝０，（ｘ，ｙ）∈Ω （１）
其中 ｕ为要求解物理量，Ω为求解域。它满足
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件

ｕΩ ＝ｕｐ（ｘ，ｙ）
其中Ω为Ω的边界，ｕｐ（ｘ，ｙ）为边界值函数。首
先对求解域 Ω进行网格划分，然后相应的离散格
式作为蒙特卡罗方法的游动规则。这里以正规结构

化网格上的差分格式为例，采用五点差分格式离散

上面的偏微分方程，可得

ｕｉ，ｊ＝ｐｉ＋ｕｉ＋１，ｊ＋ｐｉ－ｕｉ－１，ｊ＋ｐｊ＋ｕｉ，ｊ＋１＋ｐｊ－ｕｉ，ｊ－１　

（２）
其中（ｉ，ｊ）为网格点编号，在均匀网格中有

ｐｉ＋ ＝ｐｉ－ ＝ｐｊ＋ ＝ｐｊ－ ＝
１
４

这个差分格式求解可以看作是一种随机游动过程，

即位于点（ｉ，ｊ）子分别以概率ｐｉ＋，ｐｉ－，ｐｊ＋，ｐｊ－向四个
相邻点游动，方向取决于按这四个概率产生的随机

数。定义随机变量 Ｘ，当粒子游至边界 Ｑ点时，Ｘ
取边界值 ｕ（１）Ｑ 。重复 ｍ次游动，则 Ｘ有 ｍ个取值
ｕ（ｋ）Ｑ ，ｋ＝１，…，ｍ。根据大数定理，当ｍ趋于正无穷
时，其平均值收敛于Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ），而Ｅ（Ｘ）

正是ｕｉ，ｊ的无偏估计量，即ｕｉ，ｊ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｋ＝１
ｕ（ｋ）Ｑ 。同理可

以算出每一个网格点的物理量值。我们记这个随机

游动过程为随机游动１，是用传统蒙特卡罗方法解
决边值问题的思路。

可以将这种思路推广到微分方程初边值问题

中，以扩散方程为例，

ｕ
ｔ
＝λ２ｕ，　（ｘ，ｙ）∈Ω （３）

其中方程的边值和初值如下

ｕ（ｔ，（ｘ，ｙ）∈Ω）＝ｆ（ｔ，ｘ，ｙ），
ｕ（０，ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）．

对该方程采用时间后差、空间中心差的差分格式

（ＢＴＣＳ）并整理可得
ｕｎ＋１ｉ，ｊ ＝λ［ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋σｘ（ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋ｕ

ｎ＋１
ｉ－１，ｊ）＋

σｙ（ｕ
ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１＋ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ－１）］＝ｐ０ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋

ｐ１（ｕ
ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋ｕ

ｎ＋１
ｉ－１，ｊ）＋ｐ２（ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１＋ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ－１） （４）

其中

σｘ ＝
λΔｔ
Δｘ２
，σｙ ＝

λΔｔ
Δｙ２
，λ＝ １

（１＋２σｘ＋２σｙ）
，

ｐ０ ＝λ，ｐ１ ＝ｐ０σｘ，ｐ２ ＝ｐ０σｙ
同理设想一种随机游动过程，粒子以 ｐ１概率向 （ｉ
－１，ｊ）和（ｉ＋１，ｊ）游动，以ｐ２概率向（ｉ，ｊ－１）和
（ｉ，ｊ＋１）游动，同时以 ｐ０概率回到上一个时间点
ｕｍｉ，ｊ。当游动到边界Ω或初始时刻ｔ＝０时就停止，
并取值ｕ（１）Ｑ 作为第一次随机游动获得值。实施 ｍ
次该随机游动，最终该点的值将趋近于所有游动的

期望值ｕｎ＋１ｉ，ｊ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｋ＝１
ｕ（ｋ）Ｑ 。记这个随机游动过程为随

机游动２。
１２　改进方案

上面使用蒙特卡罗方法求解偏微分方程时需要

使用差分格式来对方程进行离散。在工程计算里常

常需要采用较密网格来得到可靠的结果，同时由于

随机游动过程具有随机性，通常 ｍ要取得很大时
才能得到较为准确的结果。因此这种方法的计算量

比较大，需要一些提高计算速度的方法来加速这个

计算过程［１，４］。而文献 ［４］的方法在加快计算速
度及提高精度上都更有优势，它的改进步骤为下面

的随机游动３：
假设已通过ｍ次游动获得某一点（ｉ，ｊ）的函数

值 （记为ｕｉ，ｊ），当以另一点 （ｐ，ｑ）为起点的粒子
游动到 （ｉ，ｊ）时停止游动，并取本次游动的值为
ｕ（ｋ）Ｑ （ｐ，ｑ）＝ｕｉ，ｊ，然后开始下一次游动。

事实上，所有从（ｐ，ｑ）出发并经过 （ｉ，ｊ）的游
动，其最后取值的数学期望可取成 ｕｉ，ｊ。这种改进
方法利用已经获得的值来缩短随机游动的链长度，

避免了所有经过点 ｉ，( )ｊ后游动到边界的计算，大
大减少了计算时间。这里要指出的是，这种利用已

知函数值的思路同时也可以推广到初值问题 （如

方程）的求解，即得到下面的随机游动４：
假设已经计算ｎ时刻所有点的函数值 ｕｎｉ，ｊ计

算ｎ＋１时刻的函数值时，在一点 （ｉ，ｊ）为起点的
粒子游动计算中，根据离散格公式，粒子向点（ｉ－
１，ｊ）、（ｉ＋１，ｊ）、（ｉ，ｊ－１）、（ｉ，ｊ＋１）和上一步ｎ时
刻（ｉ，ｊ）游动的概率为ｐ１、ｐ１、ｐ２、ｐ２和ｐ０。只要满
足下面任一条件，游动停止并取得该点函数值

ｕ（ｋ）Ｑ ：①到达到边界点；②到达上一时间步即ｎ时
刻；③该点为ｎ＋１时刻已经获得的函数值。游动
停止条件归纳起来就是游动到的点函数值已经获得。

在这个误差减少的分析基础上，本文提出一种

先计算 “大网格”的方法，通过改变网格点的计

８３
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算顺序以达到更好的优化。具体来说，若求解域划

分为５０×５０的网格，可以首先计算ｉ＝１０，２０，３０，
４０和ｊ＝１０，２０，３０，４０这４行４列的函数值，相
当于把求解域分成了２５个小求解域，其边界由外
边界和已知近似值的点构成，这样大大缩短了其它

点的马尔可夫链长度，因而缩短了计算时间。此

外，在计算 “大网格”时可以适当增大游动次数

以获得更准确的值。本文中采用的改进版均是首先

计算了间隔为５的网格点的值，再进行其他点的计
算。下面将这种方法称为ｒｅｏｒｄｅｒ方法。
１３　误差分析

随机游动４其实是随机游动３在初边值问题的
推广。虽然文献 ［４］已经验证过随机游动３的精
度比随机游动１更为提高，但是没有进行数学原理
上的分析证明。这里将给出随机游动３比１、随机
游动４比２能够计算更准确的分析。

这里有两个误差的问题。首先是游动规则带来

的误差，本文的游动规则是通过有限差分方法给出

的，其空间误差为截断误差

ｕｘｘ ＝
ｕｉ＋１，ｊ－２ｕｉ，ｊ＋ｕｉ－１，ｊ

Δｘ２
＋Ｏ（Δｘ２），

ｕｙｙ ＝
ｕｉ，ｊ＋１－２ｕｉ，ｊ＋ｕｉ，ｊ－１

Δｙ２
＋Ｏ（Δｙ２）

时间误差为Ｏ（Δｔ）。
第二个误差为游动过程的概率统计误差。首先

需要研究对于传统方法，游动次数与误差之间的关

系。利用文献 ［６］的类似分析，以拉普拉斯方程
为例，对于在求解域Ω内任意一个网格点Ａ，由公
式可以推得满足方程的近似解为

ｕ（Ａ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
ｕｐ（Ｑｊ）Ｐ（Ａ，Ｑｊ） （５）

式中ｓ为边界点个数，ｕｐ（Ｑｊ）为边界点Ｑｊ对应的函
数值ｕｐ（ｘ，ｙ）；Ｐ（Ａ，Ｑｊ）表示粒子从Ａ点出发后游
动到边界Ｑｊ的概率。另外，定义随机变量

ξｉ，ｊ＝
１，第ｉ个粒子到达边界点Ｑｊ
０，第ｉ个粒子不到达边界点Ｑ{

ｊ

ξｉ，ｊ的期望Ｅ（ξｉ，ｊ）为
Ｅ（ξｉ，ｊ）＝０×Ｐ（ξｉ，ｊ＝０）＋
１×Ｐ（ξｉ，ｊ＝１）＝Ｐ（Ａ，Ｑｊ）

方差Ｖ（ξｉ，ｊ）为
Ｖ（ξｉ，ｊ）＝Ｅ（ξ

２
ｉ，ｊ）－Ｅ（ξｉ，ｊ）

２ ＝

Ｐ（Ａ，Ｑｊ）（１－Ｐ（Ａ，Ｑｊ））≤
１
４

用ｎｊ表示ｍ个游动粒子中到达边界点Ｑｊ的粒子数
目，有

ｎｊ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ξｉ，ｊ，ｍ＝∑

ｓ

ｊ＝１
ｎｊ

则粒子从Ａ点出发后游动到边界 Ｑｊ的频率为
ｎｊ
ｍ，

ｕ（Ａ）的计算值为

ｕ（Ａ）＝∑
ｓ

ｊ＝１
ｕｐ（Ｑｊ）

ｎｊ
ｍ

由契比雪夫不等式，结合式和式，对任意一给定的

正数ε１ ＞０，有

Ｐ ｎｊ
ｍ－Ｐ（Ａ，Ｑｊ）

≥ε{ }１ ≤Ｖ（ξｉ，ｊ）ε２１ｍ
≤ １
４ε２１ｍ

结合式和式，对任意小的正数ε２，有
Ｐ｛ｕ（Ａ）－ｕ（Ａ）≥ε２｝＝

Ｐ ∑
ｓ

ｊ＝１
ｕｐ（Ｑｊ）

ｎｊ
ｍ－Ｐ（Ａ，Ｑｊ[ ]） ≥ε{ }２

由于ξｉ，ｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ）具有相同的概率分布，并
且相互独立，因此有

Ｐ ∑
ｓ

ｊ＝１
ｕＰ（Ｑｊ）

ｎｊ
ｍ－Ｐ（Ａ，Ｑｊ[ ]） ≥ε{ }２ ≤

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ ｕＰ（Ｑｊ）

ｎｊ
ｍ－Ｐ（Ａ，Ｑｊ[ ]） ≥ε{ }２ ≤

∑
ｓ

ｊ＝１
Ｐ ｎｊ

ｍ－Ｐ（Ａ，Ｑｊ[ ]） ≥
ε２

ｕＰ（Ｑｊ{ }）
所以

Ｐ｛ｕ（Ａ）－ｕ（Ａ） ≥ε２｝≤∑
ｓ

ｊ＝１

ｕＰ（Ｑｊ）
２

４ε２２ｍ
这个结论说明一点的游动次数 ｍ越大，则该点误
差越小。在离散公式 （２）在均匀网格为例

ｕｎ＋１ｉ，ｊ ＝
１
４（ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋ｕ

ｎ＋１
ｉ－１，ｊ＋ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１＋ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ－１）

一点的函数值取决于相邻四点的值。如果以该点

（ｉ，ｊ）为起点需要游动 ｍ次，则对于传统方案，可
以假定每个相邻点的值都经由 ｍ／４次游动后得到。
若有一个邻点的值是已知的，即它已经经历过至少

ｍ次随机游动，直接使用邻点的已知函数值相当于
过该邻点的游动次数至少为ｍ２／４（乘法原理）。平
均来说有两个邻点函数值已知则总次数为 ｍ／２＋
ｍ２／２，这将大大增加随机游动次数从而减少误差。

２　数值例子
２１　已知精确解的二维泊松方程

考虑一个温度分布Ｔ（ｘ，ｙ）在域 Ω ＝［０，１］×
［０，１］满足方程如下的泊松方程，

２Ｔ
ｘ２
＋

２Ｔ
ｙ２
＝－２π２ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ）

且边界条件为Ｔ（ｘ，ｙ）＝１＋ｘ。则此方程有解析解

９３
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Ｔ（ｘ，ｙ）＝１＋ｘ＋ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ）
分别采用传统的 （随机游动１，对应表 １方案０）
和改进后 （随机游动３＋ｒｅｏｒｄｅｒ方法，对应表 １方
案１）的方案对上述问题进行求解，并改变参数条
件，进行横向和纵向的对比。由于蒙特卡罗方法具

有随机性，表１中每个方案都进行了３次实验，结
果取平均值。在表 １中，Ｎ为网格节点数，ｍ为每
个节点的游动次数，时间单位为秒，时间比为方案

１的时间与方案０的时间之比，误差采用 Ｌ１范数，
相对误差为误差与精确解之比。可以看出，在相同

的条件下，改进版不仅在时间上较传统版有巨大优

势，而且在降低误差方面也表现得更好。

表１　泊松方程的蒙特卡罗求解方法的误差对比
Ｔａｂｌｅ１　ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｕｓｉｎｇＭＣｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒ

Ｐｏｉｓｓｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｎ ｍ 方案
时间

ｓ
时间比

％
平均

误差

比值

％
相对

误差／％

８１２

８１２
１０００
１０００

１
０

１６５
１１７４０

１４
０００５０
００１４１

３５
０３
０８

８１２

８１２
５００
５００

１
０

８４
５８９６

１４
０００７６
００１９７

３８
０３
１１

４１２

４１２
１０００
１０００

１
０

２６
７３６

３５
０００８１
００１３９

５８
０４
０７

４１２

４１２
５００
５００

１
０

１３
３６７

３５
０００９８
００１８１

５４
０５
１０

２２　二维非定常热传导问题
考虑如下二维非定常热传导方程

ｕ／ｔ＝λ２ｕ，（ｘ，ｙ）∈［０，１］×［０，１］，λ＝０５
其边界条件及初始条件分别为

ｕ（ｔ，０，ｙ）＝ｕ（ｔ，１，ｙ）＝ｕ（ｔ，ｘ，０）＝ｕ（ｔ，ｘ，１）＝０，
ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｅｘｐ（－２０（ｘ－１／２）２－２０（ｙ－１／２）２）
　　由于非定常问题传统方法 （即随机游动２）在
二维中计算量过大，这里的传统方法采用随机游动

２加上随机游动４中的时间改进方案。使用传统方
法 （对应表 ２方案０）和改进方案 （随机游动４＋
ｒｅｏｒｄｅｒ方法，对应表 ２方案１）求解 ｔ＝００５时的
分布。用二阶 ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ差分法取精细条件
（Ｎ＝１０００×１０００，ｄｔ＝０００１）作为参考解，以
此计算两种方案的误差。其计算结果及时间、误差

的比较如表２所示。可以看出改进方案不仅大程度
地压缩了运行时间，而且在一定程度上减少了误差。

为了进一步分析计算结果，本文还作了温度等

值线进行对比，如图１所示。改进方案的等高线更
加圆滑，说明该方案的随机误差更小，结果更稳定。

表２　二维非定常热传导问题的蒙特卡
罗法误差比较 （Ｎ＝５１２，ｍ＝１０００）

Ｔａｂｌｅ２　ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｕｓｉｎｇＭＣｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒ２Ｄ
ｕｎｓｔｅａｄｙｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

方案 时间／ｓ时间比／％ 误差 相对误差／％

１
０

４１
２７２

１５１
０００７２ ６４
０００７８ ７０

图１　常热传导方程蒙特卡罗法计算的
温度等值线对比

Ｆｉｇ１ＴｈｅｒｍａｌｉｓｏｌｉｎｅｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｕｓｉｎｇＭＣｍｅｔｈｏｄｓｏｎ
ｕｎｓｔｅａｄｙｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

３　总　结
本文研究了蒙特卡罗方法在微分方程初边值问

题中的应用，针对传统方法计算速度较慢的问题，

提出了一种适合多节点、多游动次数的改进方法并

给出精度提高的分析证明过程。与较传统方法相

比，改进方案无论在计算时间和结果精度上都有明

显优势，适合蒙特卡罗方法在更加复杂工程问题中

的应用。下一步工作将结合曲面处理技术［９］，将

该方法推广到一般的几何计算区域中。

（下转第６６页）
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